
کره پکش

و بيشينه پکش ميان نزديکی ارتباط ميکند. طلب را همسان گوی زيادی تعداد چيدن برای ممکن روش ترين فشرده ها، کره برای بيشينه پکش ی مساله
”پوشش” ی مساله يا ميپرسد ميکنند، لمس را اندازه هم گوی يک که گويهايی تعداد حداکثر بوسه” ”عدد یِ مساله مثال برای دارد. وجود ديگر یِ مساله چند

ميدهد. قرار سوال مورد را فضا کل پوشاندن برای لازم همپوشان های کره حجم واحد بر تعداد ترين کم بناميد)، آنتن ی مساله آنرا بدهيد ترجيح (شايد
حالت فيزيک) (يا شيمی ديجيتال، و آنالوگ مخابرات اعداد، ی نظريه در غيرمنتظری کاربردهای ديد) خواهيم چنانکه آنها تعميمهای حداقل (يا مسائل اين
برای را مساله خود ادامه، در دهد. قرار بررسی مورد را کاربردها اين که برآنست نه ميتواند نه نويسنده بهرحال اند. کرده پيدا ها ابرريسمان ی نظريه و جامد

ميدهيم. قرار مداقّه مورد داد) خواهند ترجيح پيشگان رياضی (چنانکه مساله خود
عمومن ها تعميم اين داشت. خواهند بديهی تعميمی نيز مسائل اين ی همه باشيم، داشته ۳ از پايينتر يا بالاتر بعدهای در کره، برای مناسبی تعميم وقتی تا
است. نبوده حل و توجه شايان که است بديهی چنان بعدی يک پکش ی مساله است. موجود آنها برای پيچيده بسيار های (اثبات) حل يا و اند نشده حل يا
کپلر ميماند. باقی نشده حل ميلادی ۵۰ ی دهه در تاث فژه یِ مقاله انتشار تا که ميشود دشوار چنان خاص پکش يک بودن بهينه اثبات دو، بعد در بلافاصله
اثبات نهايت در و ميافتد تعويق به ميلادی دوم ی هزاره اواخر تا نيز حدس اين اثبات حال اين با ميزند حدس بعدی ۳ ی مساله برای را پاسخ هفدهم، قرن در
که است پيچيده چنان خلاصه بطور و ميکند استفاده خطی) ريزی (برنامه عددی محاسبات روشهای از است، صفحه صد بر بالغ هيلز، تامس توسط شده منتشر

نميکند. جلب را رياضيدانان ی جامعه کامل اعتماد انتشار، از پس سالها تا
مقاله ميکند. منتشر arXiv وبسايت طريق از را بعدی ۸ ی مساله حل اوکراينی، ی ساله ۳۱ رياضيدان ويازوفسکا، مارينا ،۲۰۱۶ مارچ) ۱۴) پی روز در

ميشود. حل بعد ۲۴ در مساله مشابه روشهای از استفاده با بعد، هفته يک تنها که است هضم قابل و ساده چنان و دارد صفحه ۲۴ تنها
از روايتی ميخوانيد آنچه بپردازد. آنها به ميتواند سوادی سطح هر با هرکسی تقريبن و ندارند نياز تفکر برای چندانی ی زمينه پيش به پکش های مساله

بود. خواهد اند ضروری مسائل اين به پرداختن برای احتمالن که مفاهيمی از ای خلاصه و اخير و قديم دستاوردهای

تقارنهايشان و ها شبکه ۱
ها شبکه ۱ . ۱

شعاع بنابراين ميکنند. مشخص را گويها مراکز نقاط،  اين است. Π مانند Rd در نقاط از شمارا و نامتناهی ی مجموعه يک واقع در بعُدی،  d خاص پکش يک
ميشود پکش

r(Π) ≡ 1

2
inf

x⃗,y⃗∈Π, x̸⃗=y⃗
|x⃗− y⃗|

بنابراين ميآيند. بدست ،Zd صحيح، نقاط ی مجموعه روی مربعی ماتريس يک عمل از ای شبکه پکشهای است. ای شبکه پکش پکش، روش معمولترين
رياضی زبان به داد. خواهيم نشان M مانند ماتريس يک با را آنها بعد به اين از

ΠM ≡ {x⃗ ∈ Rd | ∃z⃗ ∈ Zd,Mz⃗ = x⃗}

صورت به ها کره مراکز مکان بردار باشند، m⃗j شبکه، بردارهای اين اگر ميخوانيم. شبکه بردارهای آنرا ستونهای و شبکه ماتريس را M اينصورت، در
شبکه بهينه، پکشهای اين ی همه است. شده حل ۲۴ و ۸ ،۳ ،۲ ،۱ مختلفِ بعد ۵ در پکش ی مساله گفتيم که همانطور بود. خواهند بيان قابل ∑j zjm⃗j

بعدهای در که است پرطرفدار حدس يک اين و ندارند مشبک ساختار اند،  شده شناخته تاکنون که پکشهايی بهترين ۹ مانند بعدها، از بعضی در البته هستند. ای
از بيشتر را مساله اين،  کرد. خواهيم معطوف مشبک پکش بهترين يافتن به را توجهمان تمامی ببعد اين از بهرحال ندارند. مشبک ساختار بهينه پکشهای بالا، 

کرد. خواهد ساده ميرسد نظر به آنچه
باشد. تکين شبکه ماتريس اگر تنها و اگر است صفر ای شبکه پکش يک شعاع گزاره:

داريم اگر”، ”تنها اثباتِ برای
∀ϵ > 0∃z⃗ ∈ Zd\{⃗0}, |Mz⃗| < ϵ

⇒ |M z⃗

|z⃗|
| < ϵ

فشردگیِ و نگاشت پيوستگی از است. M ماتريس نگاشت تحت ،Sd−1 بعدی، d ی کره سطح تصوير برای حدی ی نقطه يک صفر، بردار بنابراين
طوريکه به دارد وجود n̂ ی يکه بردار که ميشود نتيجه Sd−1

Mn̂ = 0

۱



ميدهد. نتيجه را M تکينگی اين و
است: بيان قابل بقيه برحسب شبکه، های بردار از يکی حداقل که ميکنيم دقت ”اگر” اثبات برای

m⃗d =

d−1∑
j=1

cjm⃗j

نوشت دلخواه، تقريب با ميتوان نباشند، گويا ها ci یِ همه اگر که است اثبات قابل و ساده ی نتيجه يک اين

d∑
i=1

Nim⃗i ≃ 0

بود. خواهد موجود بالا ی معادله برای دقيق جواب بينهايت و نيست تقريب به نيازی حتا باشند، گويا ضرايب تمام اگر است. مطلوب ی نتيجه که
کره حجم بايد ابتدا ها، پکش اين چگالی ی محاسبه برای ميدهد. نتيجه را صفر غير شعاع با مشبک پکش يک وارونپذير، ماتريس هر که دانستيم اينجا تا

ميشود ها کره شعاع کنيم. ضرب حجم واحد بر ها کره تعداد در و کرده محاسبه را ها

r(M) =
1

2
inf

z⃗∈Zd\{0⃗}
|Mz⃗|

ی رابطه با کره هر حجم بنابراين،

V =
πd/2

Γ(d2 + 1)
rd(M)

آمده بدست صحيح اعداد ی ساده ی شبکه روی M اثر از ها کره مراکز که ميکنيم دقت حجم واحد بر ها کره تعداد ی محاسبه برای آمد. خواهد بدست
ميآيد بدست شبکه ماتريس با مشبک پکش چگالی ی رابطه نهايت در دارد. وجود کره يک det(M) حجم با سلول هر در بنابراين و اند

∆M =
πd/2

Γ(d2 + 1)

rd(M)

det(M)

کردن پيدا مساله که است داده نشان ۱۹۹۸ سال در Ajtai واقع در نيست. آسانی کار البته شده،  داده ی شبکه ماتريس يک برای کميت اين ی محاسبه
اين به ميتوان را ای گسترده بسيار مسائل ديگر بعبارت است. NP-hard شده، داده دلخواه ی نقطه به شبکه ی نقطه نزديکترين يا شبکه، بردار کوتاهترين

.( NP vs. P ی باره در ويکيپديا به کنيد (نگاه ندارد. جود آن حل برای ای چندجمله حل راه که اينست بر قوی بسيار باور و داد کاهش مساله
را جستجو فضای ميتواند سازی بهينه ی مساله هر در تقارنها از استفاده دارد. بسياری تقارنهای بنابراين و ميشود بيان ساده بسيار بيشينه، پکش ی مساله
است مناسب پکش يک (وارونپذير) ماتريس هر ميرسد نظر به ابتدا در هستيم، مشبک پکش بهترين بدنبال اگر مثلن باشد. کننده کمک بسيار و محدودساخته
کاهش را آزادی ی درجه يک پيوسته، تقارن هر کرد. خواهند کوچک را فضا اين تقارنها ديد، خواهيم چنانکه کرد. جستجو را جواب Rd2 فضای در بايد و

ميکند. محدود را فضا نامساوی يک صورت به گسسته، تقارن هر و ميدهد

مقياس ۲ . ۱
باشد. برقرار همواره r(M) = 1/2 که ميگيريم ای بگونه معمولن را مقياس ما بنابراين ناورداست. مقياس تحت هست، که همانطور چگالی، ی رابطه

SO(d) های دوران همسانگردی، ۳ . ۱
دوران با که است واضح کند. حذف را آزادی ی درجه d(d−1)

2 ميزنيم حدس بنابراين است. مستقل تقارن d(d−1)
2 نمايش برای پيوسته گروه يک SO(d)

ميشود. تاييد ما حدس ترتيب، اين به و کرد مثلثی بالا آنرا ميتوان M نمايش های پايه مناسب

پاريته ۴ . ۱
درايه ی همه کرد فرض ميتوان پاريته، ی گسسته تقارن اين از استفاده با نميکند. تغيير شبکه چگالی کنيد، قرينه را x1 مانند مکانی های مختصه از يکی اگر

هستند. مثبت است) شده بالامثلثی اينجا تا (که شبکه، ماتريس قطری های

۲



ستونی صحيح و پايه عمليات ۵ . ۱
هر برای u⃗ + nv⃗ و u⃗ بردارهای از که ای شبکه با آن چگالی نتيجه در و شبکه که است واضح بگيريد. نظر در را v⃗ و u⃗ های بردار با بعدی دو ای شبکه
های درايه با و صحيح مثلثی، بالا M−1M ′ اگر ميکنند توليد يکسانی ی شبکه M ′ و M ماتريس دو کليتر بعبارت است. همسان شود، تشکيل صحيح n
ماتريس روی بيشتری محدوديت ميتوانيم گروه اين با متناظر تقارن از استفاده با ميدهند. تشکيل گروه يک ستونی وصحيح پايه اعمال اين باشد. واحد قطری

کنيم اعمال شبکه های
Mij ∈ [0,Mii) i < j

هم هنوز اخير تقارن اين شود. استيفا M11 = 1 که کرد جابجا طوری را ها بردار ميتوان کليت از کاستن بدون بپذيريم، را r(M) = 1/2 اگر همچنين،
کرد. خواهيم متوقف را کار همينجا اما است نشده استفاده کامل بطور

صورت به ميتوان را دوبعدی ی شبکه کليترين مثال برای تقارنها اين از استفاده با

M =

(
1 x
0 y

)
شرط با y کردن کمينه با چگالی، کردن بيشينه نوشت. y > 0 و x ∈ [0, 1) شرطهای با

min(x, 1− x)2 + y2 ≥ 1

جواب به که است معادل
M =

(
1 1/2

0
√
3/2

)
تاث فِژه که چيزيست از تر ساده بسيار نتيجه، اين که البته است. دوبعد در پکش بهترين واقع در که آشناست زنبوری لانه ی شبکه همان شبکه، اين ميانجامد.

نيست. مشبک پکشهای به محدود او اثبات که بياوريد بخاطر رساند. اثبات به بار اولين برای پنجاه ی دهه در

خاص ی شبکه چند ۶ . ۱
تمام ی مجموعه  Dn های شبکه هستند. Dn های شبکه آنها، نخستين ميپردازيم. هستند ها پکش بهترين خود) (يا نامزد که شبکه چند به قسمت اين در

هستند. ابعاد اين در شده شناخته پکشهای بهترين D5 و D4 ،D3 ،D2 ،D1 دارند. زوج های مولفه مجموع که هستند صحيح نقاط

D5 =


2 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1


بردار با را آن از نسخه يک ميتوان که است تنک چنان پکش اين ،۸ بعد در دارند. وجود اينها از بهتری پکشهای ببعد، ۵ بعد از

(1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2)T

را ۸ بعد در بهينه پکش که ميبخشد بهبود را شبکه چنان ناگهان چگالی شدن برابر دو اين کرد. اضافه شبکه به اصلی ی نسخه با همپوشانی بدون و داد انتقال
مينامند ای ريشه ی شبکه را شبکه اين ميکند. القا

E8 =



2 1 0 0 0 0 0 1/2
0 −1 1 0 0 0 0 1/2
0 0 −1 1 0 0 0 1/2
0 0 0 −1 1 0 0 1/2
0 0 0 0 −1 1 0 1/2
0 0 0 0 0 −1 1 1/2
0 0 0 0 0 0 −1 1/2
0 0 0 0 0 0 0 1/2


که ايست شبکه Λ24 يا ليچ ی شبکه ببريم. نام است،  رسيده باثبات بعد ۲۴ در بهينه پکش بعنوان که (Leech) ليچ ی شبکه از است شايسته همچنين

دارد. واحد دترمينان -
هستند. زوج و صحيح آن، ستونهای طول مجذور -

است. واحد آن پکش شعاع -

۳



حدس يک ۲
شبکه کنيد فرض مثال بعنوان بسازيد؟ آن روی از را بعدی d+1 بهينه مشبک پکش ميتوانيد آيا باشيد. داشته اختيار در را بهينه بعدی d ی شبکه کنيد فرض
آنها فشردن و هم روی ها شبکه اين چيدن با بزنيد حدس است ممکن يابيد؟ می را بعد دو در پکش بهترين چگونه داريد. اختيار در را بعد يک در بهينه ی
اگر ميدهد. بدست را درست پاسخ گاهی پيداست، هم زير شکل از که همانطور حدس اين سازيد. می را بعدی دو ی بهينه پکش يکديگر به ممکن جای تا
پاسخ روش، اين ديد خواهيم چنانکه ميرسيم. دلخواه بعد در مساله برای مشخص زحمت با حل راه يک به کرد، تکرار دلخواه بعد هر برای را روش همين بتوان

ميآيد. در آب از غلط آن از پس و ميزند حدس d = 5 تا را) بحال تا موجود پاسخ بهترين (يا را درست

با را بعدی d+ 1 ی شبکه است قرار باشند. {m⃗1, m⃗2, m⃗3, · · · , m⃗d} شده، داده ی شبکه بردارهای کنيد فرض الگوريتم جزييترِ توصيف برای
نوشت ميتوان همواره افزود. مجموعه اين به v⃗ مانند بردار يک بايد بنابراين بسازيم شبکه همين های انتقال

v⃗ =
∑
i

αim⃗i + hêd+1

بروند فرو هم در ها کره آنکه بدون کرد کمينه را h بايد جديد پکش کردنِ تر فشرده چه هر برای

h(α⃗) =

√
1−

(
min
z⃗∈Zd

|Mz⃗ −Mα⃗|
)2

تابع که مناسب یِ α⃗ يافتن با بود خواهد ارز هم مساله بنابراين

min
z⃗∈Zd

|Mz⃗ −Mα⃗|

به جديدی بردار آن،  روی از و ميکنيد پيدا را کور ی نقطه است؛ مشخص کار روش حالا مينامند. deep hole يا کور ی نقطه را بردار اين کند. بيشينه را
ميانجامد زير ی شبکه ماتريس به d = 6 تا روش، اين گرفتن پی ميافزاييد. قبلی های بردار

M6 =



1 1
2

1
2 0 1

2
1
2

0
√
3
2

1
2
√
3

1√
3

0 1
2
√
3

0 0
√

2
3

1√
6

√
3
8

1
2
√
6

0 0 0 1√
2

1√
8

1√
8

0 0 0 0 1√
2

1
4
√
2

0 0 0 0 0
√

15
32


اند. آمده زير در ۸ بعد تا شده شناخته پکشهای بهترين و ماتريسها اين توسط شده القا چگاليهای

d ∆M ∆̂
۱ ۱ ۱
۲ π

2
√
3

π
2
√
3

۳ π
3
√
2

π
3
√
2

۴ π2

16
π2

16

۵ π2

15
√
2

π2

15
√
2

۶ π3

48
√
3

π3

24
√
15

۷ π3

105 ؟
۸ π4

384 ؟

۴



کرانها ۳
استدلال با پايين کران ترين ساده است. بهينه چگاليهای برای پايين و بالا کرانهای آوردن بدست مختلف، بعدهای برای پکش بهترين زدن حدس راههای از يکی

ميآيد. بدست زير
باشند.) داشته همپوشانی ها کره دهيد (اجازه کنيم، دوبرابر را پکش اين های کره شعاع اگر بگيريد. ∆̂(d) را d بعد در بيشينه پکش از ناشی چگالی
نقطه آن در ای کره افزودن با ميتوان بنابراين دارد. فاصله  2r از بيش مرکز نزديکترين از يعنی بماند باقی ای نقطه اگر که چرا ميشود؛ پر ها کره توسط فضا تمام

که ميدهد نشان ساده استدلال اين اما است. تناقض در بهينگی با که بخشيد بهبود را پکش

∆̂(d) ≥ 2−d

هاست. پکش برای آمده بدست پايين کران بهترين تقريبن اين که اينجاست جالب
آمده بدست پايين حد از سريعتر بسيار پکش اين چگالی بگيريد. نظر در را ميشود توليد M = 1 همانی ی شبکه ماتريس با که ممکن پکش ترين ساده

ميرود صفر به

∆1(d) =
(π/4)

d
2

Γ(d/2 + 1)

است. نشده پيشنهاد چگالی نمايی سقوط با عمومی پکش يک هنوز و است موجود عمومی پکشهای تمام ی مشخصه فرانمايی سقوط اين
توسط ۱۹۷۸ سال در موجود بالای کران بهترين کرد. ارايه بهينه چگاليهای برای بالايی کرانهای ميتوان خطی ريزی برنامه روشهای از استفاده با همچنين

صورت به لونشتاين و کاباتيانسکی
∆̂(d) ≤ 2−.599d

است. آمده بدست
بعدی هر در ها مکعب که ميدانيم نميشوند؟ پر ها کره با بخوبی بالا، بعدهای چرا اما بود. خواهد ناپذير اجتناب پکش چگاليهای نمايی سقوط يک بنابراين
بالا، بعدهای در مکعب و کره تفاوت ميزنيم حدس بنابراين هستند. يکسانی موجودات دو هر d = 1 در مکعب و کره همچنين بپوشانند. کاملن را فضا ميتوانند
را ها کره اگر d = 1000000 در است. متغير

√
d تا ۱ از آن مرکز تا مکعب يک ی فاصله اما ناورداست دوران تحت ابعاد ی همه در کره شود. فراوانتر

مکعب با که فضايی بنابراين بود! خواهد ۱۰۰۰ بطول يک هر خار، 210
6 با خارپشتی واحد، مکعب يک بگيريم، واحد شعاع با گرد های تيله شبيه همچنان

نيست. غلتان و صاف های تيله چيدن برای مناسبی فضای قطع بطور شود،  پوشانده کامل طور به ها

پايين کرانهای و زيگل ميانگين مقدار ی قضيه ۱ . ۳
داده S مانند (detS = 1) ويژه ماتريس يک با شبکه يک کنيد فرض همچنين بگيريد. نظر در را f مانند بعدی d اقليدسی فضای از مقدار حقيقی تابع يک

ميکنيم تعريف شود.
X (S) ≡

∑
z⃗∈Zd

f(Sz⃗)

موسوم اندازه اين بودن متنهای و وجود ميشود. تعريف آن روی مخصوصی ناوردای ی اندازه بنابراين و ميدهند تشکيل گروه يک ويژه، ماتريسهای ی مجموعه
مقدار ی قضيه دهيم، نشان ⟨X ⟩S با را اندازه اين به نسبت X متوسط اگر است. پيوسته های گروه مورد در عمومی ی نتيجه يک (Haar) هار یِ اندازه به

ميکند: بيان زيگل ميانگين
⟨X ⟩S =

∫
Rd

dµf(x⃗)

آن بودن خطی و ويژه تبديلات تحت چپ دست عبارت ناوردايی به توجه با قضيه اين اثبات ميشود. گرفته (حجم) لبگ ی اندازه به توجه با آن، انتگرال در که
ميشود. محقق بسادگی  f تابع به نسبت

بگيريم. ويژه کليت، از کاستن بدون را شبکه ماتريس کنيد فرض يافت. بهينه چگالی برای بهتری پايين حد ميتوان مشابه) قضايای (و قضيه اين از استفاده با
بگيريد. مختصات مبداء مرکز به ۲ حجم با ای کره ی مشخصه تابع را تابع همچنين

f(x⃗) = 1(|x⃗| ≤ ℓ)
πd/2ℓd(
n/2

)
!
= 2

درون شبکه از x⃗ ی نقطه اگر طرفی، از ميشود. ۲ با برابر راست سمت و کره اين درون ويژه های شبکه نقاط تعداد ميانگين زيگل، ی قضيه چپ سمت عبارت
اين ميانگين اما بود. خواهد صفر) بردار احتساب (با فرد عددی همواره تعداد اين بنابراين، بود. خواهد کره درون نيز −x⃗ يعنی آن ی قرينه ی نقطه باشد، کره
نزديکترين يعنی بود. خواهد مبدا خود ،۲ حجم با کره درون شبکه ی نقطه تنها شبکه، ماتريسهای برخی برای حداقل بنابراين است. شده ۲ با برابر فرد اعداد

است. جديد پايين کران يک اين و بود خواهد 2
2d

از بزرگتر حتمن چگالی ها، شبکه اين برای نتيجه در و است بزرگتر ℓ از ها شبکه اين در فاصله

∆̂(d) ≥ 21−d

۵



۲۰۱۳ سال در که بالا کران آخرين اند. رسيده اثبات به بهتری کرانهای هم او از بعد البته آورد. بدست ۱۹۰۵ سال در مينکفسکی را پايين کران اين واقع در
ميدهد نشان است شده ارايه (Venkatesh) ونکاتش توسط

∆̂(d) ≥ Ad log log(d)2−d

پکشها ديگر ۴
بيضی يک در را دايره چند بخواهيد است ممکن است. بخود مخصوص پکش ی مساله يک مشابه) يا (متفاوت اشيا ی بهينه چيدن ی مساله هر الاصول علی
چند حداکثر بدانيد بخواهيد است ممکن بيشتر، تنوع با مساله يک بعنوان يا بگنجانيد بيت چند در را مشخص همينگ ی فاصله با کدواژه تعدادی بچينيد، بزرگتر

کنند. تهديد را ديگری هيچکدام آنکه بدون نشاند شطرنج ی صفحه يک روی ميتوان را وزير
مشابه مخروط چند حداکثر ديگر: بعبارت است. کره يک سطح روی دواير پکش ی مساله است، نزديک بسيار ها کره پکش به که پکش مسائل از يکی
صد پاسخ زيرا دارد ها کره پکش به نسبت کمتری تقارن مساله، اين باشند؟ داشته همپوشانی آنکه بدون کرد، خارج بعدی سه مختصات مبدا از ميتوان يکطرفه

به خاص بطور ميشود. ارز هم ها کره بعدی دو پکش با مساله α → 0 حد در مثلن دارد. ،α مخروط، راس ی نيمزاويه به بستگی البته

α = arcsin(1/2) =
π
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کرد؟ مماس مشترک ی کره يک سطح با ميتوان را مشابه ناهمپوشان ی کره چند حداکثر ميپرسد که است بوسه عدد به مربوط ی مساله همان اين علاقمنديم.
ها بوسه تعداد کردن بيشينه به هميشه چگالی کردن بيشينه حال اين با اند. کرده حل هم را اخير ی مساله بهينه، های پکش از بسياری گفتيم، که همانطور

نميانجامد.
يافت. خواهيد جذاب را مراجع ميان جستجو احتمالن صورت اين در باشد. کرده ايجاد ذهنتان در را سوالاتی خوانديد آنچه اميدوارم
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